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Exercice 1

Soit f ∈ L(E) et soient α, β deux réels distincts.

1. Démontrer que E = Im (f − αIdE) + Im (f − βIdE).
On suppose de plus que (f − αIdE) o (f − βIdE) = 0.

2. Démontrer que f est inversible, et calculer f−1.

3. Démontrer que E = ker (f − αIdE)⊕ ker (f − βIdE).

4. Exprimer en fonction de f le projecteur p sur ker (f − αIdE) parallèlement à ker (f − βIdE).

Exercice 2

Soit α ∈ R et Aα ∈M3(R) la matrice suivante

Aα =


−1 0 α+ 1

1 −2 0

−1 1 α


Première partie :

1. Factoriser le polynôme caractéristique PAα(X) en produit de facteurs du premier degré.

2. Déterminer selon la valeur du paramètre α les valeurs propres distinctes de Aα et leur multiplicité.

3. Déterminer les valeurs de α pour lesquelles la matrice Aα est diagonalisable.

4. Déterminer selon la valeur de α le polynôme minimal de Aα.

Seconde partie :

On suppose désormais que α = 0, on note A = A0 et f l'endomorphisme de R3 associé à la matrice A.

1. Déterminer les sous-espaces propres et caractéristiques de A.

2. Démontrer qu'il existe une base de R3 dans laquelle la matrice de f est

B =


−1 1 0

0 −1 1

0 0 1


et trouver une matrice P inversible telle que A = PBP−1.

3. Écrire la décomposition de Dunford de B (justi�er).

4. Pour t ∈ R, calculer exp tB et exprimer exp tA à l'aide de P et exp tB.
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5. Donner les solutions des systèmes di�érentiels Y ′ = BY et X ′ = AX.

Exercice 3

Soit a un réel tel que 0 < a < 1. On considère la suite (Un) dé�nie par U1 = a, et pour tout n > 0,

Un+1 =
n+ Un
n+ 1

1. Montrer que pour tout n ∈ N∗, 0 < Un < 1.

2. Montrer que la suite (Un) est croissante.

3. Montrer que pour tout n ∈ N∗

Un+1 − 1 =
Un − 1

n+ 1

4. Montrer que pour tout n ∈ N∗

Un = 1 +
a− 1

n!

5. Déduire la limite de (Un).
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